Modèles microscopiques de la reptation des polymères fondus - Réduction dimensionnelle et séparation de variables by MOKDAD, Béchir et al.
18ème Congrès Français de Mécanique Grenoble, 27-31 août 2007 
Modèles microscopiques de la reptation des polymères fondus – réduction 
dimensionnelle et séparation de variables   
 
Béchir Mokdad 1, Amine Ammar 1, Francisco Chinesta 2  
 
1 Laboratoire de Rhéologie 
INPG / UJF / CNRS (UMR 5520) 
1301 rue de la piscine, BP 53 Domaine universitaire 
38041 Grenoble Cedex 9, France 
bechir.mokdad@ujf-grenoble.fr
 
2 LMSP (Laboratoire de Mécanique des Systèmes et des Procédés) 
  UMR CNRS - ENSAM - ESEM 
   151 Boulevard de l'Hôpital, F-75013 Paris, France 
 
 
Résumé : 
 
Le but essentiel de ce travail est de donner une contribution à la simulation des comportements 
microscopiques de la reptation des polymères fondus en réduisant le coût de calcul. Dans ce cadre nous 
proposons deux modèles de reptation : le modèle de Doi-Edwards avec hypothèse d’alignement 
indépendant et le modèle d’Ottinger. Les techniques numériques proposées sont axées suivant deux 
alternatives, une approche basée sur la résolution incrémentale en temps en utilisant beaucoup moins de 
degrés de libertés : La réduction dimensionnelle et une seconde approche qui utilise le concept de 
séparation de variables (temps, variables de conformation…). Une comparaison entre la réponse 
rhéologique des deux modèles, dans le cas d’un écoulement en cisaillement et pour différents nombres de 
Weissenberg, est établie en 2D et 3D. Ce travail nous a permis également d’adapter la méthode de 
séparation de variables comme un outil mathématique de résolution des problèmes de dimensions 
élevées. L’avantage majeur de cette technique c’est qu’elle nous permet de traiter le temps, dans le cas 
des études transitoires, comme une dimension discrétisée : la notion de stabilité disparaît, ainsi que la 
rapidité de la mise en place.  
 
Abstract : 
 
The main aim of this work is to make contribution of simulating the microscopic behaviours of reptation 
models of entangled polymers with significant CPU time savings. In this context, we propose two 
reptation models: the Doi-Edwards model with independant alignment approximation and Ottinger 
model. The numerical techniques proposed are centered according to two alternatives: an approach 
based on the incremental resolution in time by using much less degrees of freedom: The model reduction 
and a second approach which uses the concept of separation of variables (time, variables of 
conformation...). A comparison between the rheological response of the two models, under shear flows 
and for different values of Weissenberg number in 2D and 3D cases, is made. We select the method of 
separation of variables like a mathematical tool of resolution of the multidimensional problems. The 
major advantage of this method is that it allows treating the time, in the case of the transient models, as 
an additional dimension. Thus, standard stability constraints disappear, as well as the simplicity of the 
installation. 
 
Mots-clefs : modèles de reptation;  séparation de variables; réduction dimensionnelle 
 
1 Introduction : Modèles de Reptation 
 
Les polymères et autres macromolécules sont des objets beaucoup plus grands que les 
molécules ordinaires. La déformation des chaînes de polymère à l'état fondu est fortement 
contrainte par la présence des chaînes en voisinage. Cette observation a été le point de départ de 
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P.G. De-Gennes en 1971, en considérant des chaînes de polymères au repos : C'est le concept de 
Reptation, qui prend en compte les interactions intramoléculaires entre les chaînes tout en 
considérant que les fluctuations de position en direction latérale à la chaîne sont limitées. Les 
extrémités du tube initial disparaissent progressivement au fur et à mesure que la chaîne se 
dégage pour créer un nouveau tube. Ce mécanisme a été étendu à la dynamique des chaînes 
après déformation par M. Doi et S.F. Edwards en 1978.  
 
1.1   Modèle de Doi-Edwards avec hypothèse d’alignement indépendant  
 
Le modèle de tube de Doi-Edwards en approche déterministe, considère la dynamique d’une 
chaîne comme étant : 
( ) uvradGuuI
dt
ud ⊗−=                                                                                        (1) 
Avec u  est le vecteur unitaire de l’orientation spatiale de la chaîne, vGrad le tenseur gradient 
vitesse et I  le tenseur unité. L’équation de Fokker-Planck relative au modèle de Doi-Edwards 
est une équation de convection-diffusion telle que: 
( )( )[ ] 01 222 =∂ Ψ∂−Ψ⊗−∂∂+Ψ suvGraduuIudtd dτπ                                                                                            (2)                                  
Avec 
d
dt
 représente la dérivée matérielle, est le temps caractéristique de la chaîne pour sortir 
de son tube par reptation. Ainsi, on peut définir le coefficient de diffusion relatif à l’abscisse 
curviligne de la chaîne, . La distribution de probabilité est isotrope aux deux 
extrémités de la chaîne telle que : 
d
τ
dsD τπ 2/1=
( ) ( ) π4
11,,,0,,, ==Ψ==Ψ sutxsutx                                                                                                         (3) 
Par la suite, afin d’effectuer le passage micro-macro, on calcule le tenseur des contraintes : 
dsudtxsuuuGtx
p
),,,(),(
1
0∫ ∫ Ψ⊗=τ                                                                                                        (4) 
Où G est le module d’élasticité et 
p
τ représente le tenseur des contraintes. 
 
1.2  Modèles avancés : Modèle d’Ottinger  
 
Suite à la différence entre le modèle de Doi-Edwards et les résultats expérimentaux 
(numériquement on remarque l’existence d’un dépassement « Overshoot » dans la contrainte de 
cisaillement, à l’état stationnaire pour les faibles valeurs de Weissenberg, qui n’est pas vérifiée 
expérimentalement), beaucoup de travaux ont proposé de modifier le modèle original par le fait 
de : négliger l’hypothèse d’alignement indépendant, introduire la double reptation, considérer 
l’étirement de la chaîne, la relaxation de la contrainte convective. Dans ce cadre nous proposons 
le modèle d’Ottinger, qui introduit une variable supplémentaire, λ  pour considérer l'étirement 
de la chaîne défini comme
0L
L=λ , avec  et  représentent respectivement la longueur et la 
longueur à l’équilibre de la chaîne primitive.  L’équation de l’étirement de la chaîne,
L 0L
λ , s’écrit 
comme la somme de deux contributions : 
dissipconvecttot
dt
d ... λλλλ +==                                                                                        (5) 
Avec  est la contribution convective et  est la contribution dissipative, tel que : convect
.λ dissip.λ
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uduudsvGradconvect Ψ⊗= ∫ ∫:. λλ                                                                                        (6) 
Où vGrad  est le tenseur gradient vitesse. La contribution dissipative s’écrit : 
( )( )( 111 22max
2
max
. −
−
−−= λλλλ
λλ
τλ sdissip )                                                                                                  (7) 
Avec sτ est le temps d’étirement et maxλ  est le taux d’étirement maximal du contour de la chaîne 
qui est égal à la racine carrée du nombre de  Kuhn KEN=maxλ . L’équation de Fokker Planck 
prend s’écrit alors : 
( )( )[ ] ( ) ⎟⎟⎠⎞⎜⎜⎝⎛ ∂Ψ∂∂∂+∂ Ψ∂+Ψ−Ψ∂∂−Ψ⊗−∂∂−=Ψ uDusSsuvGraduuIudtd ddissiptot 2
2
2
1
τπλ
λ&&                          (8) 
Avec  est le coefficient de diffusion relatif au vecteur d’orientation et est la vitesse de 
déplacement suivant la direction s telle que :  
D totS&
dissiptot sS λλ
&& ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −−=
2
11                                                                                                              (9)  
Le terme de création/destruction Ψ− λ
λdissip&  compense la perte ou le gain des configurations aux 
limites, vu l’égalité Ψ=Ψ ∫∫ ∫∫ λλtotStotS S && )1,0(10 10)1,0( . Les termes aux dérivées secondes 
expriment respectivement la reptation tout au long de l’abscisse curviligne de la chaîne et la 
relaxation de la contrainte relative aux deux phénomènes : « La double reptation 1δ » et « la 
relaxation convective de la contrainte  2δ  ». Ce qui se traduit par : 
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛−−= λ
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λδτδ
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&&
21
1
6
1                                                                                           (10) 
Où  la fonction de Heaviside, telle que )(xH 1)( =xH  pour  et 0≥x 0)( =xH  pour . 0=x
De la même façon, on impose une distribution de probabilité isotrope aux deux extrémités de la 
chaîne, Eq. (3), et le passage micro-macro s’effectue par le calcul du tenseur des contraintes en 
utilisant l’expression suivante : 
τλλ
λλτ ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−+= 22
max
2
2
max
11),( Gtx
p
                                                                         (11) 
 
2 Techniques numériques  
 
2.1 La réduction dimensionnelle  
 
L’objectif de la réduction dimensionnelle est de pouvoir appliquer une méthode de résolution 
incrémentale en temps mais en utilisant beaucoup moins de degrés de libertés. Pour cela, il est 
essentiel de définir des fonctions de forme exprimées sur tout le domaine Ω  et calculés de façon 
adaptée au problème. La construction de ces fonctions de forme se fait a priori. C’est-à-dire que 
la base est actualisée au fur et à mesure qu’on avance dans le temps. A chaque itération on 
calcule le résidu. Si ce résidu est inférieur à une certaine erreur (faible), ceci entraîne que la base 
est suffisamment significative pour prédire l’évolution de la fonction de distribution. Sinon, la 
base est complétée par des espaces de Krylov générés à partir d’un résidu.        
 
 2.2 La méthode de séparation de variables 
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L’objectif est de rester dans un cadre déterministe avec une grille fixe. Considérons le 
cas stationnaire, on suppose que la solution se met sous la forme suivante : 
∑
=
=Ψ
n
j
jjj sGuFsu
1
)()(),( α                                                                                                  (12) 
Alors on arrive à réaliser une séparation de variables. La résolution se fait sur le 
domaine ( )su ΩΩ∪=Ω , . Les frontières de ce domaine sont notées ( )su ΓΓ∪=Γ ,  où 
uΓ (respectivement ) est la frontière de sΓ uΩ  (respectivement sΩ ) espace de configurations 
relatif à la variable u  (respectivement s ). L’écriture précédente est compatible avec des 
conditions aux limites nulles sur les frontières. Comme notre problème admet une condition aux 
limites isotrope 04
1)1,()0,( Ψ===Ψ==Ψ πsusu , il faut effectuer un changement de variable 
pour obtenir une nouvelle forme de la solution où nous construisons par post-traitement la 
nouvelle solution :   
0),(),( Ψ+=Ψ susu ψ                                                                                                                    (13)                                
L’essentiel de cette méthode se résume en deux étapes : Etape de projection : Connaissant une 
ensemble de ‘n’ fonctions et  pourjF jG nj ,...,1= , il s’agit de trouver le meilleur jeu de 
coefficients  tel que l’erreur de l’équation soit minimale. Etape d’enrichissement : Après 
avoir déterminer les coordonnées 
jα
jα  dans la base ( , ), il s’agit d’estimer l’ensemble des 
fonctions ( , ) pour enrichir la base à partir des résidus et  qui minimisent l’erreur, 
tel que : 
jF jG
1+nF 1+nG R S
0
1
)()()()(),( Ψ++=Ψ ∑
=
sSuRsGuFsu
n
j
jjjα                                                 (14) 
La première étape semble ne pas poser de difficultés car elle suppose déjà que la base de 
fonctions est connue, par contre la seconde est plus difficile. L’idée la plus naturelle pour 
enrichir la base c’est de chercher un résidu de la formulation forte. Dans le cas du calcul 
transitoire, la méthode de séparation de variables nous permet de considérer le temps comme 
une variable en plus. Donc, il s’agit de trouver un état stationnaire en partant d’un état isotrope.  
 
  
3  Résultats numériques: 
 
Numériquement, le problème de Doi-Edwards défini un problème linéaire qui se résout 
relativement rapidement avec cette approche. Alors que, le problème de polymères fondus dont 
les équations sont issues d’un cadre thermodynamiques est non linéaire vu l’introduction du 
paramètre λ  caractérisant l’étirement de la chaîne qui est dépendant de la contrainte 
microscopique. Nous avons utilisé une stratégie de calcul par point fixe. 
 
3.1        Réduction dimensionnelle du modèle de Doi-Edwards  
 
Nous considérons, dans un premier temps, le cas 3D du modèle Doi-Edwards à l’état 
stationnaire. En effet, la distribution de probabilité est représentée sur l'espace des 
configurations décrit par l'abscisse curviligne de la chaîne s  et par le vecteur d'orientation du 
segment de la chaîne définit, dans le cas 3D. Cette technique permet de représenter l'évolution 
entière en temps de la distribution de probabilité en utilisant seulement 8 fonctions, par 
conséquence seulement 8 degrés de liberté au lieu de 642 dans un maillage grossier, FIG. 1.  
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FIG. 1 – [Droite] Evolution de la fonction de distribution dans le cas 3D avec Ds = 1 et We = 1: (gauche) 
écoulement de cisaillement (droite) écoulement élongationnel ; [Gauche] Les 4 fonctions de la base réduite les plus 
significatives : cas 3D (haut-gauche) Première fonction de la base réduite; (haut-droite) Deuxième fonction de la base 
réduite; (bas-gauche) Troisième fonction de la base réduite;(bas-droite) Quatrième fonction de la base réduite. 
 
3.2      Séparation de variables des modèles de reptation  
 
On remarque que la distribution de probabilité en 2D et en 3D présente une évolution 
cyclique suivant la direction u , permettant ainsi d'avoir toutes les orientations possibles d'un 
segment de la chaîne et une allure parabolique suivant la direction s . Il est à noter que la forme 
systématiquement parabolique de la distribution le long de la longueur des chaînes que nous 
obtenons dans le cas du modèle de Doi-Edwards est plus adaptée au nombre de Weissenberg 
pour le modèle d’Ottinger, FIG. 2. Afin de tester d’avantage la flexibilité de la présente 
technique, nous proposons la simulation du modèle de Doi-Edwards dans le cas transitoire. 
Nous présentons dans la FIG. 3, les fonctions de la séparation de variables sur les espaces des 
configurations, l’espace de l’abscisse curviligne et l’espace temps. En effet, le temps est traité 
comme une simple dimension qui se rajoute à l’espace des configurations. 
 
FIG. 2 – Distribution de probabilité au milieu de la chaîne dans le cas 3D sous un écoulement de cisaillement  
(droite) modèle de Doi-Edwards avec We = 50 (gauche) modèle d’Ottinger avec We = 500 et λδδ /121 == . 
 
4    Conclusions  
 
L’enjeu de ce travail se résume en la modélisation du comportement microscopique des 
polymères à l’état fondu, en utilisant une nouvelle génération de méthodes numériques. La 
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réduction dimensionnelle et la séparation de variables. D’après les résultats obtenus, on peut 
adapter la deuxième méthode comme un outil mathématique pour traiter des problèmes de 
dimensions élevées. En effet, cette méthode combine une diminution significative du coût de 
calcul et une bonne précision. En plus, le fait de considérer le temps comme une dimension 
discrétisée et de la simplicité en effectuant des intégrales uniquement sur des domaines de 
dimensions n’excédant pas 3. 
         
               
F1(u) F2(u) 
F4(u) F3(u) 
G3(s) H3(t) 
G1(s) 
H2(t) 
H4(t) 
G2(s) G4(s) 
H1(t) 
FIG. 3 – Modèle de Doi-Edwards à l’état transitoire pour We=50 (Haut) : Les 4 fonctions de la séparation de variables 
sur l’espace des configurations 3D (Bas-droite) Les 4 fonctions de la séparation de variables sur l’espace sur 
l’abscisse curviligne de la chaîne (Bas-gauche) Les 4 fonctions de la séparation de variables sur l’espace sur l’espace 
temps. 
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